
FAMU/FSU ECE Dept.  EEL 3003/Intro. to EE  Lec. #13, §6.1 

M. Frank  Page 1 of 13  v1.2, 7/12/13 

EEL 3003, INTRODUCTION TO ELECTRICAL ENGINEERING – SUMMER 2013 
 

Lecture Notes 
Lecture #13 (Frequency Response & Filters, Part III) 

§6.3 (Filters) 
 

This is the material that I covered on the whiteboard in class on Thurs., July 11th. 

In previous sections, we (§6.1) defined the frequency response functions such as HV(jω), etc., 

and (§6.2) discussed how any periodic signal source can be decomposed into a superposition of pure AC 

sources at various frequency, so that AC circuit analysis tools can be applied more generally to any 

periodic signal.  Now in this section (§6.3), we’ll look at how to analyze the (somewhat idealized) 

frequency response of particular types of 1st‐order (RC and RL) and 2nd‐order (LRC) circuits, and 

characterize their behavior as filters. 

Recall the general picture of systems including filters for analysis that we introduced in Lecture 

#11; this is summarized in Figure 1 below.  There is a source subcircuit, which could be a pure sinusoidal 

AC source, or, more generally, any periodic source, which as we saw in the previous lecture can anyway 

be decomposed into a superposition of a number of (in general, infinitely many) pure sinusoids.  This 

then feeds through a port (two terminals) to the “input” port of a “filter” subcircuit, which (in general, 

for our purposes) could be any two‐port, passive linear circuit.  (To say that it’s passive means that it has 

no power sources within it, and to say it’s linear means it can be represented in terms of ideal resistors, 

capacitors, and inductors only.)  Finally, the filter feeds through an “output” port to some generic load.   

 

For our purposes in this section, we’ll assume the load is passive, and usually that it is high‐

impedance (so that it draws negligible current) – think of the load, for now, as just being something like 

a voltmeter, which is just passively measuring the output voltage vo, not interfering with it at all. 
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Figure 1.  General structure for discussion of filters.
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1. Types of Filters   

Now, filters may in general come in a variety of types, but for our present purposes, we’ll study just four 

major types:  (1) low‐pass filters, (2) high‐pass filters, (3) bandpass filters, and (4) bandstop (notch) 

filters.  More information about each of these follows. 

  Each type of filter has a pass band – a range of frequencies where most of the signal power is 

passed through the circuit (exposed at the load) – and a stop band – a range of frequencies where most 

of the signal power is suppressed (or “filtered out”) by the response of the filter circuit. 

1.1. Low­Pass Filters 

A low‐pass filter has a frequency‐response curve that looks like the one shown in figure 2 below.  The 

horizontal axis is the ratio between the input frequency ω and a designated “cutoff frequency” ω0, 

which is defined (by convention) as the frequency at which the frequency response drops to 1/√2  of its 
maximum value.  Since power scales in proportion to the square of voltage, or to the square of the 

current, the power delivered is ½ of the input power at the cutoff frequency.  Thus, for a low‐pass filter, 

whenever ω < ω0, most of the input signal’s power is available at the load, whereas when ω > ω0, most 

of the input power is suppressed by the filter.  Note that this graph is drawn using a log‐log scale, so that 

you can see that, at high frequencies, the frequency response scales roughly in inverse proportion to the 

frequency.  (Later, we will see the exact analytical form of the response.) 

 
Figure 2.  Frequency‐response magnitude for a low‐pass filter (log‐log scale). 

1 √2⁄  



FAMU/FSU ECE Dept.  EEL 3003/Intro. to EE  Lec. #13, §6.1 

M. Frank  Page 3 of 13  v1.2, 7/12/13 

1.2. High­Pass Filters 

Similarly, the frequency response of a high‐pass filter looks like figure 3, below.  Again, there is a cutoff 

frequency ω0 where the signal amplitude is 21/2 as great as the maximum, and power transmitted is ½ of 

the maximum.  However, now the response falls off linearly when ω < ω0, and approaches the maximum 

response when ω > ω0, the opposite of the case with the low‐pass filter.  

 
Figure 3.  Frequency‐response magnitude for a high‐pass filter (log‐log scale). 

1.3. Band­Pass Filters 

Band‐pass filters (figure 4, below) are so‐called because they pass frequencies in a limited band that 

spans the range in between two different cutoff frequencies, a low cutoff frequency ω0L and a high 

cutoff frequency ω0H.  Halfway between these (on a log scale) is a center frequency ωC at which the 

frequency response is maximal (close to 1).  The difference between high and low cutoff frequencies is 

called the bandwidth of the filter: 

ܤ ൌ ߱଴H െ ߱଴H. 
  (1) 

If you study communication theory, you’ll learn that the bandwidth of a communication channel is 

proportional to the rate (in bits per second, say) at which information can be communicated through 

that channel.  We probably won’t have time to get into that in this course, but it’s good to be aware of 

it.  (For the example band‐pass filter shown in figure 4, the bandwidth is 9.9× the center frequency ωC;  

in most real narrow‐band communication systems (such as a radio station) that ratio is much smaller.) 

1 √2⁄  
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Figure 4.  Frequency‐response magnitude for a band‐pass filter (log‐log scale). 

A simple band‐pass filter can be produced by simply chaining together a low‐pass filter and a high‐pass 

filter with appropriate cutoff frequencies, as in figure 5 below, since the overall frequency response is 

essentially the product of the frequency responses of the two filters; therefore, the overall response will 

be close to 1 at frequencies where the response of each filter is close to 1. 

 

1.4. Band­Stop (Notch) Filters 

A band‐stop filter is essentially the opposite of a band‐pass filter; it passes through low and high 

frequencies , and suppresses (“stops”) intermediate frequencies (around the center frequency).  The 

region between the cutoff frequencies is called the stopband.  This is the frequency band where less 

than half of the input power makes it through the filter. 
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Figure 5.  A bandpass filter can be constructed by chaining low‐ and high‐pass filters. 
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Figure 6.  Frequency Response magnitude for a band‐stop filter (log‐log scale). 

You can’t create a notch filter by just chaining together a low‐pass and a high‐pass filter, since if the pass 

bands of the two filters don’t overlap, you won’t get a good response at any frequency, and the highest 

(albeit very low) response of the chained circuit will still be at the center frequency. 

However, one simple way to get a notch filter is to construct a circuit that adds together the 

output signal from a low‐band filter in parallel with a high‐pass filter (with each one using a copy of the 

same input signal).  Adding outputs is easy to do for current signals – just combine the output nodes, 

and the output currents will automatically add together via KCL.  (For voltage signals, it’s a little bit more 

complicated, but we won’t worry about that for now.) 

2. Simple First­Order Filter Circuits 

Low‐pass and high‐pass filters can be constructed using simple first‐order (RC and LR) circuits; in this 

section, we’ll present some basic first‐order filter circuit structures and analyze them. 

2.1. Low­Pass Filter Circuits 

An example of a first‐order low‐pass filter structure is the simple RC filter shown in figure 7 below.  

Please note that this consists of a resistor in series with the source (and load) terminals and a capacitor 

parallel to the source and load terminals.  This is important.  From your basic circuit knowledge, it 

should be easy to see why this is a low‐pass circuit.  Low frequency means, at frequencies approaching 

DC (direct or constant current).  You know that in a steady‐state situation, with a DC voltage applied to 

it, a capacitor does not carry any current (since if it did, the voltage across it would be changing, not 

1 √2⁄  

ω0L/ωC ω0H/ωC 
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constant).  Therefore, in this situation, all of the current from the source enters the load, since it is 

blocked from crossing the capacitor.  In the case of a high‐impedance load, the current is small, so the 

voltage drop across R is small, so the voltage at the load approaches 100% of the source voltage, and the 

power transferred to the load approaches 100% of the power transmitted by the source.  Thus, this is a 

low‐pass filter, since the frequency response approaches 1 at low (approaching DC) frequencies. 

 
END OF DOCUMENT 

What about at higher frequencies?  Assuming the load is relatively high‐impedance, so that negligible 

current passes through it, we can apply the voltage‐division rule (in the AC domain, that is, using 

complex impedances instead of resistances) to the left‐hand loop (passing from the “+” input terminal 

through R and C to the “–“ input terminal), giving us: 

Vሺj߱ሻܪ ൌ
௢ሺj߱ሻ܄

௜ሺ݆߱ሻ܄
ൌ

ܼ஼

ܼோ ൅ ܼ஼
ൌ

1
j߱ܥ

ܴ ൅
1

j߱ܥ

ൌ
1

1 ൅ jܴ߱ܥ
. 

  (2) 

What is the magnitude of HV(jω)?  Using the general rule that for complex z, |1/z| = 1/|z|, we have 

|Vሺj߱ሻܪ| ൌ ฬ
1

1 ൅ jܴ߱ܥ
ฬ ൌ

1
|1 ൅ jܴ߱ܥ|

ൌ
1

ඥ1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ
. 

  (3) 

What about the phase of HV(jω)?  We can apply the arctangent rule here, 

Vሺj߱ሻܪס ൌ atan
ImሾܪVሺj߱ሻሿ

ReሾܪVሺj߱ሻሿ
, 

  (4) 

but first we have to find the real and imaginary parts of HV(jω): 

Vሺj߱ሻܪ ൌ
1

1 ൅ jܴ߱ܥ
·

1 െ jܴ߱ܥ
1 െ jܴ߱ܥ

ൌ
1 െ jܴ߱ܥ

1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ ൌ 

               ൌ
1

1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ െ j
ܥܴ߱

1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ 

׵     ReሾܪVሺj߱ሻሿ ൌ
1

1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ ,    ImሾܪVሺj߱ሻሿ ൌ  
െܴ߱ܥ

1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ, 

  (5) 

R

C vo 

+

−
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vi 

− 

Figure 7.  Basic RC low‐pass filter structure.
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therefore 

ImሾܪVሺj߱ሻሿ

ReሾܪVሺj߱ሻሿ
ൌ

൤ െܴ߱ܥ
1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ൨

൤ 1
1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ൨

ൌ െܴ߱ܥ, 

  (6) 

so 

Vሺj߱ሻܪס ൌ atanሺെܴ߱ܥሻ ൌ െ atanሺܴ߱ܥሻ. 
  (7) 

Altogether, in polar form, putting together (3) and (7), we have that the voltage frequency response is: 

Vሺj߱ሻܪ ൌ
1

ඥ1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ
· eି୨ ୟ୲ୟ୬ሺఠோ஼ሻ. 

  (8) 

Now, let’s find the cutoff frequency ω0.  Recall, this is defined as the frequency at which the magnitude 

of the frequency response drops to 1/√2 of its maximum value.  The maximum magnitude of HV is 

clearly 1, since 

lim
ఠ՜଴

|Vሺj߱ሻܪ| ൌ lim
ఠ՜଴

1

ඥ1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ
ൌ

1

√1
ൌ 1. 

  (9) 

(Contrariwise, as ω → ∞, |HV(jω)| → 0.)  Thus, we want to find the value of ω0 such that 

|Vሺj߱଴ሻܪ| ൌ
1

√2
ൌ

1

ඥ1 ൅ ሺ߱଴ܴܥሻଶ
. 

  (10) 

Clearly, this is only true when 

2 ൌ 1 ൅ ሺ߱଴ܴܥሻଶ 
ሺ߱଴ܴܥሻଶ ൌ 1 
߱଴ܴܥ ൌ 1 

߱଴ ൌ
1

ܥܴ
. 

  (11) 

Therefore, the term ܴ߱ܥ in equations like (2), (3), (7), and (8) can be rewritten as ߱/߱଴; this gives 

what’s known as the canonical (i.e., standard) form of the frequency response for a first‐order low‐pass 

filter: 

Vሺj߱ሻܪ ൌ
1

1 ൅ j ቀ ߱
ω଴

ቁ
ൌ ൤

1
1 ൅ ሺ߱ ω଴⁄ ሻଶ൨ െ j ቈ

߱ ω଴⁄

1 ൅ ሺ߱ ω଴⁄ ሻଶ቉ 
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               ൌ
1

ට1 ൅ ቀ ߱
߱଴

ቁ
ଶ

ס െ atan
߱
߱଴

. 

  (12) 

Other first‐order filter structures (besides the simple RC filter of Figure 7) have different values for ω0, 

but otherwise share the same canonical form as (12). 

  Figure 8 below (from textbook fig. 6.17) illustrates the amplitude (magnitude) and phase of the 

voltage frequency response for the RC low‐pass filter.  In this example, ω0 = 1.  Note that in this figure, 

unlike in figure 2, the vertical scale is linear, not logarithmic.  Therefore, the amplitude of the frequency 

response can be seen to asymptotically approach 0 (its logarithm approaching −∞) as ω goes to infinity.  

The phase of the frequency response, meanwhile, asymptotically approaches –atan(∞) = −90° = −π/2. 

 

Figure 8.  Example frequency response magnitude and phase for an RC low‐pass filter. 

  Now, you can also make a first‐order low‐pass filter using an inductor and a resistor, instead of a 

capacitor and a resistor.  Simply substituting the inductor for the capacitor won’t work, since, as you 

know, an inductor behaves differently from a capacitor.  But, as you might be able to guess, if you switch 

things around, and put the inductor in series with the source, and put the resistor in parallel in the 

source, like in figure 9 below, that works. 
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Let’s analyze the frequency response for that circuit, using the same assumption as before, of a high‐

impedance load: 

Vሺj߱ሻܪ ൌ
୭܄

୧܄
ൌ

ܴ
ܴ ൅ ܼ௅

ൌ
ܴ

ܴ ൅ j߱ܮ
ൌ

1
1 ൅ j߱ሺܮ ܴ⁄ ሻ

. 

  (13) 

This now matches the exact same canonical form (12) as the RC low‐pass filter, that is, 

Vሺj߱ሻܪ ൌ
1

1 ൅ j ቀ ߱
ω଴

ቁ
ൌ

1

ට1 ൅ ቀ ߱
߱଴

ቁ
ଶ

െ  ס   atan
߱
߱଴

, 

  (14) 

except this time with the cutoff frequency being 

߱଴ ൌ
ܴ
ܮ

. 

  (15) 

So, in terms of R and L, the magnitude and phase of HV are: 

|Vሺ݆߱ሻܪ| ൌ
1

ඥ1 ൅ ሺ߱ܮ ܴ⁄ ሻଶ
, 

Vሺ݆߱ሻܪס ൌ െ atanሺ߱ܮ ܴ⁄ ሻ. 
  (16) 

2.2. High­Pass Filter Circuits 

It turns out that to create a simple first‐order high‐pass filter circuit, all you have to do is swap the 

resistive and reactive elements in the low‐pass filter circuits of Figures 7 and 9.  Thus, the following are 

high‐pass filter structures: 

R vo 

+

−

+ 

vi 

− 

L

Figure 9.  Basic LR low‐pass filter structure.
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END OF DOCUMENT 

Let’s take a quick look at the analysis of the RC high‐pass filter in a high‐impedance load scenario: 

Vሺj߱ሻܪ ൌ
୭܄

୧܄
ൌ

ܴ
ܴ ൅ ܼ஼

ൌ
ܴ

ܴ ൅
1

j߱ܥ

ൌ
jܴ߱ܥ

1 ൅ jܴ߱ܥ
, 

  (17) 

thus 

|Vሺj߱ሻܪ| ൌ
|jܴ߱ܥ|

|1 ൅ jܴ߱ܥ|
ൌ

ܥܴ߱

ඥ1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ
. 

  (18) 

Setting this equal to 1/√2, we find the cutoff frequency: 

|Vሺj߱଴ሻܪ| ൌ
1

√2
ൌ

߱଴ܴܥ

ඥ1 ൅ ሺ߱଴ܴܥሻଶ
 

׵  
1
2

ൌ
ሺ߱଴ܴܥሻଶ

1 ൅ ሺ߱଴ܴܥሻଶ 

׵   1 ൅ ሺ߱଴ܴܥሻଶ ൌ 2ሺ߱଴ܴܥሻଶ 
׵   ሺ߱଴ܴܥሻଶ ൌ 1 
׵   ߱଴ܴܥ ൌ 1 

׵   ߱଴ ൌ
1

ܥܴ
, 

the same as in the case of the RC low‐pass filter.  The difference now is that, for the high‐pass filter, we 

approach the maximum magnitude of frequency response when ω > ω0, in the limit as ω → ∞: 

lim
ఠ՜ஶ

|Vሺj߱ሻܪ| ൌ lim
ఠ՜ஶ

ܥܴ߱

ඥ1 ൅ ሺܴ߱ܥሻଶ
ൌ lim

ఠ՜ஶ

ܥܴ߱

ඥሺܴ߱ܥሻଶ
ൌ lim

ఠ՜ஶ

ܥܴ߱
ܥܴ߱

ൌ 1, 

  (19) 

and the minimum frequency response of 0 is approached as when ω < ω0, in the limit as ω → 0. 

  Similarly, if you compute the cutoff frequency for the LR high‐pass filter, you’ll find that you’ll 

have ω0 = R/L, the same as for the LR low‐pass filter. 

R 

C 

vo 

+

−

+ 

vi 

− 

R

+

−

+

vi 

−

L vo 

Figure 10.  Basic RC and LR high‐pass filter structures.
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  As you can easily verify, the canonical form for the frequency response of a generic first‐order 

(either RC or LR) high‐pass filter is: 

Vሺj߱ሻܪ ൌ
jሺ߱ ߱଴⁄ ሻ

1 ൅ jሺ߱ ߱଴⁄ ሻ
 

               ൌ
߱ ߱଴⁄

ඥ1 ൅ ሺ߱ ߱଴⁄ ሻଶ
  ס  

ߨ
2

rad െ atan
߱
߱଴

. 

  (20) 

Example curves showing the magnitude and phase of the frequency response for a first‐order 

high‐pass filter are shown in Figure 11 below.  Note that these are similar to the curves for the low‐pass 

filter (Figure 8) except that they transition in the opposite direction as the frequency increases. 

 

Figure 11. Example frequency response magnitude and phase for an RC high‐pass filter. 

  Please note that the above analysis of first‐order filters was all done within a simplified scenario 

wherein we pretended that the load had infinite (real) impedance, i.e., is an open circuit.  A more 

realistic example of a circuit where the load has only a finite impedance, which must then be taken into 

account in the analysis of the filter’s frequency response, is given in example 6.8 in the textbook, which 

you should review on your own time. 

3.  Second­Order Filter Circuits 

Second‐order circuits are required to construct bandpass and notch filters.  In lecture we briefly covered 

a simple example of a 2nd‐order (LRC) bandpass filter, namely the circuit shown in Figure 12 below: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

− 

R

C 
+ 

vi 

+

−

L

vo 

Figure 12.  Basic second‐order LRC bandpass filter structure.
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The basic form of the voltage frequency response for this circuit (in the high‐Z load scenario) is: 

Vሺj߱ሻܪ ൌ
୭܄

୧܄
ൌ

ܴ
ܼ௅ ൅ ܴ ൅ ܼ஼

ൌ
ܴ

j߱ܮ ൅ ܴ ൅
1

j߱ܥ

ൌ
jܴ߱ܥ

ሺj߱ሻଶܥܮ ൅ jܴ߱ܥ ൅ 1
, 

  (21) 

and its canonical form is 

Vሺj߱ሻܪ ൌ
ሺ2ߞ ߱୬⁄ ሻj߱

ቀj
߱
߱୬

ቁ
ଶ

൅ ቀ2ߞ
߱୬

ቁ j߱ ൅ 1
 

               ൌ
ቀ1

ܳ߱୬
ൗ ቁ j߱

ቀj
߱
߱୬

ቁ
ଶ

൅ ቀ1
ܳ߱୬

ൗ ቁ j߱ ൅ 1
, 

 ሺ22ሻ 
where we have defined the following key quantities: 

 The natural or resonant frequency 

߱୬ ൌ ඨ
1

ܥܮ
, 

  (23) 

 The quality factor 

ܳ ൌ
1

ߞ2
ൌ

1
߱୬ܴܥ

ൌ
1
ܴ

ඨ
ܮ
ܥ

, 

  (24) 

 The damping ratio 

ߞ ൌ
1

2ܳ
ൌ

ܴ
2

ඨ
ܥ
ܮ

, 

  (25) 

 The ½‐power bandwidth 

ܤ ൌ
߱୬

ܳ
. 

  (26) 

The bandwidth B is the same as the one we introduced in eq. (1).  In communication applications, it 

relates to the maximum rate at which information can be conveyed through a communication channel. 

  Finally, figure 12 below illustrates the frequency response of a 2nd‐order bandpass filter for a 

range of quality‐factor values.  As you can see (and as implied by eq. 26), as the quality factor increases, 
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the bandwidth becomes more narrow, which is appropriate for purposes of (for example) selecting for a 

particular frequency (or narrow‐band channel) in the input signal.  High‐quality LRC circuits therefore 

find utility in wireless communication applications. 
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